第 一章： 对称与群 


§1平面的运动群 


书后练习 1.1. P. u Exl 

证明：因为 o 是正交矩阵 ， adcto = - i , 所以可设 



(cosO 
ysin 0 



显然， f) 有特征值土1，且在1 - coW / 0时，属于持征值1的持征向 M 在 
直线 


(1 一 cos 0)x — sin 6y = 0 
上. 取直线 /: (1 一 cos 9)x — sin Oy = 0. 下面验证: 


任意的 

称. 


G K 2 , 都有 


y 


;K) 


( cos Ox - I - sin Oy 
sin Ox - cos Oy 


关于直线 / 对 


到直线 / 的距离是 


V 


|(1 —cos 汐 ) x—sin 


V'2-'2cos6 


or ] 到直线 / 的距离是 

y. 

I (1—cos^)(cos^j+sin^t/)—sin^(sin^x—cos^i/)| _ |( 1 —cos^)x—sin^y| 

I s/2-2 co^e _ v/2-2cos^ 


1 



且 与 o 的连线与/之间的斜率之积: 


y 


y 


(:) 


cosdx+sinOy —： 


= -1； 


所以 I 1与 o I 1关 T 直线/对称.这时，运动0是绕直线/的一个翻 

、y 

摺. 


在1 - COS0 = 0时，属于特征值1的特征向 M 在直线 


sin Ox 一 （1 十 Qos0)y = 0 

上. 取直线 /i : sin Ox — (I + cos 6)y = 0. 同样可以验证: 

与 O ly MW . 

运动0是绕直线 G 的一个翮摺. 口 

书后练习 1.2. a , Ex2 

证明：任取 e r(iW ), 要验证 （0 • #) • 沒=必 •（p • 沒)，只要验 
iiH： Vm e My 部有 

[(0. ip ). 0](m) = [(/>• (ip- d)](m). 

事实上， [(0 • p) • 0}(m) = {(j>- ^){0m) = 

[<M# • 沒 )]( 爪 ) = 沒 )㈣ 】 =<Z>b(^m )]； 

所以 [(诊 • p). 0](m) = [0 • (v? • 0)](m). BP (<f> • ip) • 6 = (f> • ((p • 0). □ 

书后练习 1.3. P 4 ,Ex3 

解： S { K ) 是由：恒等 运动； 绕其中心转 G0°; 120°; 180°; 240°; 300°的 
旋转； 以及关于它的三条对 角线； 三组对边中点的连线所作的翻摺.一井是 
12个运动组成. 口 


§2数域的对称 


书后练习 2.1. P 8 , Exl 

证明：显然 F 是含有0, 1的复数域 C 的一个子集. 
任意的 fli + biV 2 G F y a,, bi 6 Q , i = 1,2, 都有： 



(fli + biy/2) ± (a 2 + = ⑷ 土 a 2 ) + (\ ± b 2 )\/2 G F ； 

(CZl + & 1 \/ 2)(«2 + ^ 2 \^ 2 ) = (“ 1“2 + 26 i & 2 ) + ((’ 1^2 + ^ 1 ^ 2)\/2 6 F \ 
a,+6,v^ = ^26f + (-^>6?^) G F， 

即 F 对数的加法、减法和乘法是封 闭的； ^\/0^a = a l +b ] V2eF i 
都有 «' 1 = ^ + (-^?^)^ F . 

所以 F 是一个数域. 口 

书后练习 2.2. Pg , Ex2 

证明：对任意的数域 F , 都有 Q C F . 

且显然有 Aut(F : Q ) c Aut(F)； 

下只要 证明： Aut(F) C Aut(F : Q ). 即数域 F 的任何一个自同构都保 
持 Q 不变 • 

亊实上： V0 e Aut(F) 9 WiJ 0(1) = 1, 从而对任意的正整数 n, <p(n) = 
rij 0 ( — n) = -n, (p(n~ ] ) = n _1 ； 所以对任怠的 q = ^ e Q, m, n e Z t Z 
为整数集，都有 ct>(^) = <p(m • 77- 1 ) = tf>(m). 0 (n~ l ) = m • n— 1 = $• 所以 
(p € Aut(F : Q). □ 

书后练习 2.3. P 8 , Ex3 

证明 ：（ i ) 首先证明：对任意的 X ， :(/ € Q , 若: r +?/\/5 = 0,则 x = y = 0. 

对 x , € Q 不全为 0, 则存在 2 € Q , 使得 a , w 都是整数，且 
(zx, zy) = 1. 不失一股性 ， 假设: r ， j / 是不全为0的整数 H ($, y ) = 1. 

由 ： r + y\/2 = 0可知：： c 2 = 2y 2 . 

所以: r 是偶数，可设 : r = 2 A ;, A 为 牿数. 从而 2 A : 2 = 也是偶数.这 

与（: c ，？/) = 1 矛盾.所以 x = y = 0. 

(2 ) 同样可以 ilE 明：对任意的 x, y eQy x-^ryy/G = 0, 则 : c = y = 0. 

爭实上：只要证明对任意的整数& ?/,若 : c + ?/ v /6 = 0,则 x = y = 0. 
不失一般性，假设: r ， y 是不全为0的整数丘 （a y ) = 1. 

由 x + y\/G = 0可知：： r 2 = 6y 2 . 

所以: r 是偶数，可设 : r == 2 A ;, 为整数.从而 2 fc 2 = 3?/ 2 , ?/也是偶数. 
这与（: c ， 2 /) = 1 矛盾.所以 x = y = 0. 
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(3) 同样可以 证 明：对任意的 : c ，y eQ, 若 ■: r + y\/5 = 0, 则 : c = y = ()• 

事实上：只要证明对任意的整数 X ，％ 若 x + = 0, 则: r = ^/ = 0. 

不欠一般性，假设: r ， y 是不全为0的整数且（: r ， y ) = 1. 

由 x + y\/3 = 0 可知：： r 2 = 3y 2 . 

所以 x 是 3 的倍数，可设 x = 3fc ， 为整数 . 麵 3k 2 = y' y 也是 3 
的 倍数 . 这与（ : r ， y) = 1 矛盾 . 所以 x = y = 0. 

(4) 再 ■ 证明：对任意的工， y, 2 G Q , 否 x + yy/2-^ z\/3 = 0 ,贝 ij ：c = y = 
2 = 0. 

由 ： ^ + :(/\/^ + 2^ = 0可得 

x 2 = (j/v/2 -f- zV3) 2 = 2y 2 -h 2yzV^ + 3z 2 , 

2y 2 + 3z 2 - ： r 2 + 2yz\/G = 0. 

由⑻的结论，知 = 0, 即 y = 0 或荇 2 = 0. 

若 1 j/ = 0, 则 ： r + y\/2 -f z\fi = 0 x + z\fZ = 0, 由 （《?) 的结 
论 ， x = z = 

若 1 2 =() ， 则 ： c + y\/2 -f z\/3 = 0 分 ： r + y\/2 = 0, 由⑴的结 
论 ， x = y = 0. 

所以由 : c + yy/2 + z\/Z = 0 可得 ： c = ?/ = 2 = 0. 

(5) 再 iiF • 明：对任意的 a ， 6, c ，d e Q , 若 a + 6\/5 + c\/5 + d\/6 = 0 ，则 

a = /; = c = d = 0. 

由 a + b\/2 -{- c*\/3 -f d\/G = 0 得 

(b\/2 + cy/Z + dy/Q) 2 = (-a) 2 , 

26 2 + 3c 2 + Gd 2 + 4bdy/3 -f ddcy/2 = a 2 , 

所以由 U) 的结论，知 w = 0 且 dc = 0. 

苔 rf = 0 ，贝 1 J a + b\/2 4- cy/3 + dy/G = 0 分 a + b\/2 + c\/3 = 0 ，由 （J ) 
的结论 ， a = /; = c = 0; 

苔 6 = 0 且 c = 0 ，则 a + b\/2 -F- c>/3 + dy/G = 0 分 a + d\/G = 0 ，由 （忍 ) 
的结论 ， a = rf = 0 ； 

所以由 a + b\/2 4- cy/3 + rf\/6 = 0 , 可得 a = b = c= d = 0. 
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□ 



书后练习 2 . 4 . P 8 , ExA 

证明： （ i) 只要直接验 iiL 
显然0 , 1 € Q(i); 

任意的〜 e Q(i), k = 1,2, 都有 


(A + M) 士 ⑷ + M )= ⑷ 士 ❿） + (\ 士 6‘ 2 )i e Q(i); 
(«i -f b x i) - (a> + ^>0 = («i «2 - bib 2 ) + (a^b-y -f- bia 2 )U 

^ 0 ^ ai+b x i € Q(z), Wl 

( fl i + ^ 2 ')" 1 = ^ + (-^)^ W )； 

所以 Q ⑷是数域 • 

显然 ()，1 € Q(i ， v/5 )； 

任意的叫 + 6 以 + Cfc\/5 + dkV^i € Q(i)，fc = 1 ， 2, 都有 
((h + bii + Ci\/5 + \/^) 士 （ a 2 + W + c 2 \/5 + d 2 V^i) 

=(〜 土 rz 2 ) + (~ ± /> 2 )i + (q ± c 2 )\/5 + (q ± c 2 )y/ 5 i € Q(i, \/ 5 ); 
(«i + + Civ^S + \/ 5 ?') - (a 2 4 - b 2 i + c 2 \/5 4 - V^:) 


=(aia-2 - 1 ) 4.2 + 5ciC 2 - 5 以 2 ) + (〜/> 2 + / ； ia 2 4 - 5cid> + 5diC 2 )i 

+ (fliC*2 + Ci(l'2 — dl^'2 — ~h (ciic/j + diCl2 + C\l>2 + b\C'2)\/^i € Q(z, \/5 )； 


若 ()_ a + W + c\/5 - f - rf \/ 5i € Q ( z , 以)，则 

(a + bi + c \/5 4 - rf\/ 5 ?') _1 

一 a(a 2 + !)c 2 +b 2 + 5c/ 2 )—5c(2ac+ 2bd) 5c/(2ac4-2M)—6(« 2 +50- 2 +6 2 +5^ 2 )- 

(«•) +5c^ +0+5 抑 -5(2ac+2M)- > + {a 2 ^T yi (^ 

c(a 2 +5c 2 +6 2 +5c/ 2 ) - <i(2ac+26</) /p . c/(a 2 +5c 2 +6 2 +5</ 2 )+6(2ac:+2M) 

十 (a 2 +5c 2 +62+5rf2) 2 -5(2ac+2W) 2 十 (a2+5c 2 +6 2 +5d i ) i -5(2ac+2M) 2 

所以 Q(i ， v/ 5 ) 是 数域 . 


i G Q(z, \/ 5 )： 


⑻由仏 2 知， Awf(F : Q) = Airf ( 尸 ) • 


所以任意的 0 € - 4 af(F), a + bi £ Q(z), 都有 0 (a + 6i) = a + 60(2). 

即 0 完全被 0 (i) 所 确定 . 

又因为 i • i = - 1 , 所以 0(i • i) = 0( - 1) = — 1 •即炎 (i) • 0(i) = — 1，所 
\cX <t>(i) = i 或者 0(2) = -i. 


若 0 (i) = i ，贝 ij 


(p : Q(i) — Q(0 

a + bi a + bi 



是 Q(z) 上的恒等映射. 
若 4 >( i ) = —i， 记 


<t>i : Q(i) Q(i) 

a-r bi a — bi 

是 Q ⑷上的自 同构. 

所以 Aut(F) 中有两个元素, Aut(Q(z)) = {/, <px}, 其中/是 Q(i) 上的 
恒等映射 • 

由 £^2知， Aut(E : Q) = Aut(E). 

所以任意的 0 € Aut(E), a+bi+c\/^+d\/^i € Q(i, \/%、、都有 0(aH-6z)= 
a + b(p(i) -I- c0(\/5) -I- d(p(\/b)(p(i)- 

即 0 完全被 0(0 和 <i>(\/5) 所确定. 

又因为 i-i = -1, 所以 0(i • i) = 0(-1) = -1 •即 = -1，所 

以 0(i) = i 或者 0(i) = -i. 

而 v/5 • \/5 = 5, 所以 • \/5) = <p(5) = 5 .即 <p(\/5) - 0(\/5) = 5，所 
以 0(\/5) = v^5 或者 0(\/5) = -\/5. 

从而 Auf(Q(2, \/5)) 中可能有 4 个元素 

/ : Q(i, \/5) ^ Q(z, %/5) 

a -h W 4- c\/5 -f- 卜 ► a + 67 : + c\/5 + dy/bii 

(pi : Q(i, \/5) —> Q(z, \/5) 
a -f fcz + c\/5 + d\/bi »—> a — bi + c\/5 — 

02 ： Q(i, \/5) Q(i, \/5) 

a + W + c\/5 4 - d\/^i ^ abi — cy/5 — d\Zbi- y 

03 • Q(h V^) Q(i, \/5) 

a bi + c\/5 + dy/^i 卜 * a — bi — cy/b -f rf\/5z； 

且容易验证 •： /. 01 ,02)03 ^ A«/f(Q(z, \/5)), 

所以 Aut(Q(i, V^5)) = {/，0i，02,03[ 

任意 0 G Airf (五： F)， 则 Va € Q. 0(a) = a, <p(i) = i ，且 Aut(E : F) C 
Aut(E), 所以 Aut(E : F) 中有两个元素/.0 2 ,即 
Aut(E : F) = {/，02卜 
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§3 多项式的对称 


解 ： Sj = 


书后练习 3.1. Pn , Exl 

2 3、 /l 2 3 
2 3/ \3 2 

书后练习 3.2. P lu Ex 2 

解： 含有 x \ x 2 的项数最小的对称多项式： 

f(xi, x 2 , X^) = 2:^2 + X? 2 Xi + x\x^ + xfxi -f x? 2 x 3 + x^x 2 


书后练习 3.3. Pn , Ex 3 


□ 


□ 


证明：在方程 f [ x ， y ) = 0确定的罔形上任取一点 （ a , 6), 则 /( a , 6) = 
0•而 f ( x , y ) 是对称多项式，所以 f ( x ， y ) = /( y ， x ), 从而/(6, a ) = 0. 即如 
果点 （ a ，6) 在 /( 上，则其关于直线 x - y = 0 的对称点（6, fl ) 也在 A ： 上, 
所以 /( 关于直线 x-y = () 对称. 口 

书后练习 3.4. P lu Ex 4 

证明：砑然£；中含有土 v /5, 包含多项式 f = x 2 - 2 的全部根 . E 是数 
域. 


下面只要 i £ 明： £是含有多项式/ = x 2 - 2的全部根的最小数域 . EP : 
如果数域 F 中含有土\/5,则 ECF . 

事实上：由于 F 是数域，所以有理数域 Q C 而力 e F , 且 F 对数 
的运算封闭，从而任意的 a , 6 G Q C F , \/2 G F , 都有 aby /2 e F , 所以 
ECF . 所以 E 是包含 ±心 的最小数域.即 £； 是多项式 f = x 2 - 2 的分 
裂域. □ 


7 



第二章：群 


§1群 


书后练习 1.1. Pit, Exl 

证明：因为 （ g , •) 是群， 所以对 任怠的《 € g , 存在: r € g , \m 

ax = xa = e, 


其中 e 为 （G, •) 的单位元. 

所以在 G 中， 

cib = ac => x(ab) = x(ac) => (xa)b = (xa)c =» e6 = ec => 6 = c； 
ba = ca => (ba)x = (ca)x => b(ax) = c(ax) be = ce b = c\ 

即 （G, •) 满足消去律. 口 

书后练习 1.2. P 17 , Ex2 

证明 ： （i) 因为 （SV) 是半群，任取： r € & 由于所以存在 
ex G 5,使得: r Cl = :r; 对任意的 y G G, 由于孙 =所以存在 2 e G, 使 
得2$ = :y; 所以 

ye\ = (zx)ei = z(xe x ) = zx = y- 9 

同样，任取： r G 由于分 = 所以存在 e 2 € & 使得 = a 对任 
意的？ / € G， 由于 ? y 5 f = S, 所以存在 2 e G， 使得 a = 仍所以 
e 2 y = e 2 (xz) = (e 2 x)z = zx = y; 

所以 ei = e 2 ei = e 2 = e 是 （* S ，•） 的中•位元； 
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任意的 1/ € 5 ， 极为 yS = Sy = S ， 所以存在？/1， i/2 e S*， 使得 


xyi = y 2 x = e, 

从而 

y\ = cy\ = (m 工 、 yi = y>(^yi) = y-2^ = y>> 

即 ？ /I = ?/2 是？/的逆 元. 

所以 (5, •) 是一个群. 

( 2 ) 因为 ( S ，.) 是一个有限半群，且满足消去律，所以对任意的 a e S ’, 
作 

f a •• S — S，x i —♦ ax , 

则九是 S’ 到 S 的一个映射，且 f a ( S ) = aS . 对任意的: r，?/ € 荇 f a ( x ) = 
九( :( /),即 M = ay , 由消去律 ， x = ?/•所以九是 S 到 S ’ 的 单射. 注怠到 S 
是有限集， 所以九 是满射， 队而 ciS = S . 

同样作 


g a : S —* S , x »— > xa 9 

则仏是 *S' 到 5' 的一个映射， H g a ( S ) = Sa . 对任意的: r, ?/ € 否 g a { x ) = 
爪 (/y), 即: ra = ^,由消去律， x = ?/. 所以 .(/ a 是 S •到5的 单射. 注怠到 S’ 
是有限集，所以％是满射，从而 

由 U)，(5,0 是一个群. 

(有限集合，4上的单射一定是满射） 口 

书后练习 1.3. P 17 ,Ex3 

证明：首先 f 1 是//到 G 的一个一一对应.且任意的 x ^ yell , 存在 
a,6€G, 使得 

<f>{a) = x, <j)(b) = y, <p(a - b) = 0(a) x <f>(b) = x x y 9 
4 >~\x) = a, (p—'y) = b, (p" l (x x y) = a • b = (p~ l (x) • d" l {y)-y 

所以 0- 1 是 （//, x) 到 （G,.) 的一个同构 对应. 口 

书后练习 1.4. Pi7? Ex A 

证明： （i) 直接验 证： （Z, ㊉）构成一个交换群. 

⑴运算㊉显然是封 闭的； 



( ii ) 结合律成立； 

( iii ) 有宇.位元 1. 任意的 a G Z , a ㊉ l=a + l — l=a = l ㊉ a ; 

( iv ) 每一个元都有逆元.任意的 a G Z , 存在 -a + 2 e Z , 使得 a ㊉ 
(—a + 2) = a + (—a + 2) — 1 = 1 = (—a + 2 ) ㊉ a ; 

( v ) 交换律成立 • 

所以 （ Z , ㊉ ）是一个交 换群. 

( 2 ) d > 破然是 % 3 \ TL 的一个一一 对应. 且任意的 a,b e Z , 0 (a + 6)= 
a + 6 + 1 = (a + 1) + (/) + 1) — 1 = (a + 1) ㊉ (fe + 1) = <f>{a) © <Z>(6); 

所以 0 是 （ Z ，+) 到 （ Z ，®) 的群同构. 口 


§2 子群 


书后练习 2.1. P n , Exl 

证明：作带余除法：对整数 m 和自然数 n , 存在整数/和自然数 
0 < r < n , 使得 


m = Inr y 

a rn = a ln+r = a ril a r = ( a n ) l a \ 所以 a r = e ; 

由 n 的最小性，知 r = 0, 所以 n | m . □ 

书后练习 2.2. P 22 , Ex 2 

证明： 若 ab ， 邵是无穷阶的，结论 ft 然成立 • 

假设至少有一个的阶为 有限. 不妨设 M 是有限阶，阶数为 n ， 即 
( ab) n = e ， e 是 G 的单位元•则 

( ba) n+l = b ( ab) n a = bea = ba => ( ba) n = e , 

所以 ba 也是有限阶的•设的阶数为 m , 由 ( ba ， = e 以及的结 
论，则 m | n ； 

同样由 （^r = e ，则 

( ab) rn+l = a ( ba) m b = aeb = ab => (a6) m = e, 
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由 M 的阶为 n VA 及 Exl 的结论，则 n\m. 

所以 m = n. ab 与 ba 有相同的阶 . 口 

书后练习 2.3. Po 2 i Ex3 

证明 ：（ i ) 因为//,欠是 G 的子群，所以 

H- 1 = H ， K- 1 = K, HH = H, KK = K. (HI<y l = K， - 1 = KI1. 

若 IIK^G 的子群，则 

HK = (///O' 1 = K- l H~ l = KHi 

苕 HK = A ：//, 则 

(HK)(HK) = H(KH)K = H(IIK)K = (HH)(KK) = HK, 

/// ( 对 G 的运算 纣闭； 

(HK)- 1 = = KH = HK, 

HK 中每一个元素的逆元也在 /// ( 中； 

所以 ///( 是 G 的一个子群 . 

(2) 因力 // 是 G 的正规子群，所以对任意的 cl G G, 都有 rx// = //% 
从而对 G 的子群都有 ///( = KIU 利用 （ i) 的结论，有 // 夂是 G 的子 
群 . 口 

书后练习 2.4. P - n , ExA 


解： S ’3 = {/， 


3 2 





它有一个一阶子群 ： Gi = {/}; 
三个二阶 子群： 


G -2 = { / ， 




， g 4 = {/， 


一个三阶子群： G 5 = {/. 


2 3 



2 3 


2 3 


一个六阶子群：& 自身. 

其中， G 2 , G 3 ， G 4 ， G 5 mG 的非平凡子群. 
G 5 是&的正规子群. 
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□ 



书后练习 2.5. A > ? Exb 


证明： 要证明 G 的内自同构群 Inn ( G ) 是同构群 Aut ( G ) 的 TH 规子 
群，只要证明，任意的7； € Inn ( G ) 以及任意的 r € Aut ( G ), 都有 
aT a a~ l 6 Inn ( G )- 

亊 实上： V：r e G , 

( aT a cr~ [ )x = a ( T a ( cr ~ [ x )) = fr ( a (( T _1 o :) a _1 ) = ( r ( a )( T ( a ~ l x ) cr ( a ~ l ) 

=( aa ) x ( aa)~ l = T aa 6 Inn ( G ). 

所以 / rm ( G ) 是 Aut ( G ) 的一个正规 子群. 口 

§3 生成元集，循环群 


书后练习 3.1. A7 , Exl 

解: r 1 = ( 沾 - i …他).之的阶为 <• 

一般的， m -循环的阶力 m . □ 

书后练习 3.2. P - 27 , Ex 2 

证 明：设 G =< a >是一个循环群 • //是 G 的一个子群. 

如果// = {e} =< e 〉，结论显然成立 • 

假设// / { e }, 则存在 e / 6 e G , 由于 G =< a >,所以存在/ € Z , 使 
得6 = V ，又 // 是群，所以 a — = /厂 1 € //• iri W = { k \ a k G //, A : G N + }, 
则 i \/ # 0 .取 m = min A /, 则 // =< 〉• 

唞实上 ， Vh € //, 存在 € Z , h = aK 作整数的带余除法，则存 
^ q y reZ ,0< r <0 9 使得 

k = qm + r , 

从而 

a k = a^ ,+r = a — a r = ( a m )« a r , 
a r = a k ( a m )~ q . 

又因为 // 是群， € H ， a m e H , ( a m )- q ^ H , 所以 f e //, 再由 m 的取法 
知道 ， r = 0. 所以 h = a k = ( a -) 9 , 从而 // =< 〉是循环群. 口 

书后练习 3.3. P27J Ex3 



证明： i ) t 先由群中元素的阶的定义，任意知道下列事实： 

设 G 是一个群， m 是一个正整数，那么 a 是 G 的 
m 阶元 当且仅 当对整数 n , 若= e , 则必有 m | n ,. 

因为 ( a ” 卜 .')=( a 71 )。，') = e ^- = e ; 且任意的 A : € Z ， 苔 ( a s ) k = e = 

一，则由 a 的阶为 n 知 ： n I ( sk ), 从而 .| 注意到 （☆，^) = 1, 

所以 & 丨从而的阶为 

幻利用 i ) 的结论，元素々，…的阶为=点，所以 y 与 a (，, n ) 
有相同的阶. 

力首先< V 〉与< 〉郤是_阶循环群. H . 存在 /， A ; € Z, 使 

% (5, n ) = Is + kn 9 所以 

a kn ) = a ls+bi = ( a ”/( a n ) A ： = ( a ^y e< a s >s 

所以 < a {9：n) >C< a 9 >, 从而 < a M >=< a 8 >. □ 

书后练习 3.4. P . 27 , Ex 4 



证明： i ) 由于任何一个都可以表成不相交循环的乘枳，而任何一个，- 
循环都町以表成苔干对换的乘积，所以只要证 明： 任意一个对换都可以表成 
一些相邻对换的乘枳.设 （i j)，z < j 是任意一个对换，我们对 j - i 进行数 
学归纳： 


j - i = I, 结论显然成立. 
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假设 j-i = m 成立，则当 j 一 i = m + 1 B 、 J% 则 （ ij) = (i z + l)(z + 

1 j)(h + 1), 再利用归纳假设 ， （i + 1 j) 可以表成一些相邻对换的乘积，从 
而 （i j) 可以表成一些相邻对换的乘积 • 

2) 因为任何一个相邻对换 (i i+1) = (1 i)(l i+l)(l i), 所以 {(1 2)，(1 3), …， (1 n)} 
是 & 的一个生成元集 . 

3) 因为所有的 3- 循环是 4, 生成元集，所以只要证明：任何一个 3- 
循环邰可以表成 （1 2 0 这类 3- 循环的 乘积 . 事实上： 

(z j k) = (1 2 A:)(l 2 j)(l 2 i)(l 2 k)(l 2 j), z, j, A: ^ 1,2 ； 

(1 i j) = (1 2 i)(l 2 j)(l 2 j)(l 2 z)(l 2 z), i,3 ^ 1,2 ； 

(2 1i) = (12z)(12i) ， i#l ，2 ; 

(2z j) = (12z)(12j)(12j),z,j,A:^1.2. 

所以 {(1 2 3)，（1 2 4)， …， （1 2 n)} 是 A, 的一个生成 元集 . 口 

§4 子群（续） 

书后练习 4.1. P [V2 , Exl 

证明：取& = ^，则 /) 一 e ，6 2 = e , 乱 G 中的2阶元是唯 一的. 

任意的 / e Aut(G) f PU (f(b)) 2 = f(b 2 ) = /(e) = e, 

所以 /(6) = (1 号 =b ， b 是 Aut(G) 的一个不 动点 . 口 

书后练习 4.2. Ps 2 , Ex2 

解： { T e ^ T b , T c }. 

T e = (e), T a = (e a)(b c), T b = (e b)(a c), T c = (e c)(a b). □ 


§5 商群 


书后练习 5.1. P 37 , Exl 

证明：因为矽 = {[ a]\a G G } 是群 G 的一个合同划分，所以对任意的 
a ， beG ， 都有 


[ a ][ b ] C [ ab]i 
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而 


[ab] = ab[e] C a[b][e] C a[be] = a[b] C [a][6 ]； 


所以 

[a][b] = [ab]. 

□ 

书后练习 5.2. 

证明： i ) 设〜是 G 的一个等价关系，要证明：//是 G 的一个子群. 

取 x € G ， 则: r 〜 X， 从而 xx~ y = e e H ， H 中有 G 的单位元，// 一 0 ; 

任意的： r ， y e H y 由于 xe_i = x G H，ye - 1 = y e 所以 x 〜 e 〜 y ， 
从而 x 〜 y ， xy~ l e H. 

任怠的 y € //， JT 1 = ey - 1 6 H . H 中每一个元素的逆元郤在 // 中； 
任意的 x，y e H，y - 1 £ H，xy = x ( y _1 ) _1 €//，// 对 G 的运 T ?: 封闭. 
所以 // 是 G 的 子群. 

假设 // 是 G 的一个子胙，要证明〜是 G 的一个等价关系. 

任怠的 : T € G , 则 XX - 1 = e € //, ：T 〜: T, 〜具有反 身性； 

任意的 re , y € Gy 若 rr 〜 y ， 贝 Ij xy~ l € H y yx~ l = (xy~ ] )~ l e //, 所以 
y 〜: r , 〜具有对 称性; 

任意的： r ， j/， 2 € G , 若 : r 〜 j/，y 〜 2 ,则 xy~\ yz~ x G //, xz~ l = 
€ II ， x 〜 z ， 〜 具有传递性 • 

所以〜是 G 的一个等价关系. 

旬设〜是 G 的一个合同关系，要证明：//是 G 的一个正规子群. 

由〜是 G 的一个合同关系，则〜是 G 的等价关系，从而//是 G 的子 
群； 

对任意的 a € G， ：r € //, 则 a 〜 a ， x 〜 e ， 所以 〜 ae ， aa ; 〜 
a, axa~ [ G //, 从而 allcT 1 Q H ， II 是 G 的正规子群； 

假设 // 是 G 的一个正规子群，要证明〜是 G 的一个合同关系. 
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由于假设 H 是 G 的一个子群，所以〜是 G 的一个等价关系.设任意 
的 a ， b 、 c ， d e G ， a 〜 b，c 〜( I ， a 6 _1 , cd _1 e H , 注意到 // 是 G 的正规子 
群，所以 a ( cd - l ) a~ l e H , 从而 

a(cd~ l )a~ l (ab~ [ ) — a(cd~ l )b~ l = ac(d~ l b~ l ) — ac(bd)~ l 6 //, 

所以 ac 〜 bd ， 从而〜是 G 的一个合同 关系. □ 

书后练习 5.3. P37 , Ex3 

证明： •/) f 先证明：於是一个划分 • 

任意的 x eRy 显然: c € [a：], K = U [ x b 

x€R 

任意的 x y y e % ^ H n [y] ^ 0, 则存在 2 € H n [ y ], 使得 2 = 
n\a -i- x = n 2 a + y, 这財，任意的 r e [x], 
r = na-\- x = (n — n\ )a -f ri\a + x 
=(n — ni)a + n 2 a + 2 / = (n - nj + n 2 )a -\-y e [y], 

N ^ [ y ]； 任意的 r € [ y ], 

r = na y = (n — n>)a + n.ja + y 

=(n — n 2 )a + n { a + x = (n - n 2 ni)a -b x e [x] y 

[y] ^ 

所以 [ x ] = [ :(/ ]. 所以矽是 IR 的一个 划分. 

下面证明：矽是 R 的合同划分. 

任意的[: r ]，[ y ] e 也[: r ] + [ y ] = { n x a + x + nw + y } = [ n : + j /]， 所以 
矽是 R 的合同 划分. 

2 ) 首先 C = { e ，0 <0< 2 tt }, 且任意的 x 6 R , 

0([x]) = e* 竽 x . 

<t> 是良定的•即：若 M = [ y ], 则 0 ([x]) = </>([y]). 

中:实上： [:z_j = [j/] ^ x - y = na, 从而 

0( [x]) = e i2 ^ x = e^( r,a + y ) = e ,2n7r e , ^ Ly = e , ^ y = (p( [y ])； 

4 > 是攀射. 

书 实上： 如果 d>([x}) = 0 ([y}) 9 BP 々 = 所以 e * • 苧 (n) = l . 从而 
= 2n7r, x - y = na, [x] — [y ]； 

0 是满射. 


9 



事 实上： 任 意的# eC , ^x = ^ OeR f [^ 0 ] e ^ 

^ 

4 保持 运畀. 

亊实上：任意的[: r ]， [ y ] e ^( N )= e l ^, (? >([ ?/ ]) = e ^, 

(p([x] + [y]) = e*^( x+ ^ = e t ^ x e t ^ y = ^>([x])0([j /])； 

所以 ， 0 是（也 +) 到 （a •) 的一个同构. 口 

§6同态 


书后练习 6.1. P42 ? Ex \ 

证明： •/) 任意的 a , be 0(5), 则存在 X， y e S ， 使得 < p ( x ) = a , ( p ( y )= 
6, xy € 5, 所以 

ab = 0( x ) o ( y ) = o ( xy ) G 0(5), 

0(5) 对乘法纣 闭； 

任怠的 a € (2)(5), 则存在: r e 夂使得 a >( x ) = a , 又因为 5 是群，所以 
x - 1 G 5, 0 ( x - 1 ) e cp ( S ) 9 即有 

a -1 = (^( a :))' 1 = ( p ( x " 1 ) e 0(5), 

d >( S ) 中每一个元都有逆元 • 

而 < p (5) C //, 所以 伞 ( S ) 是 H 的子群. 

2) 任意的: r , ?/ € (^( r ), 则 cp ( x ), 0 ( y ) eT , 注意到 r 是//的一个子 
群，所以 

0( 工 -” = (0(x)) _1 € r, x _1 6 0~ l (T), 

cp -\ T ) 中每一个元素的逆元仍在 ( TUr ); 且 

4>{ xy ) = 0( x )< p ( y ) G r , xy e < t >~ l { T) y 

ctr l ( T ) 关于 G 的乘法纣闭 • 

所以， 办 - i m 是 G 的一个子群.再 
假设 T 是 II 的正规子群，则对任意的" ell . teT , 都有 

httr 1 e T ， 亦即 hTh - 1 c T . 
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任意的 a e G,b e (f)~ l (T), PW 0 (a) e H. o(b) e r , (p(a~ l ) e H, 从而 

o(aba~ l ) = (p(a)(l)(b)(p(a~ l ) € T, 
aba~ l G 0 _ 1 (T), 

所以 < tr \ T ) 凫 G 的正规子群. 

3) ( E 意的 a E S - Ker<p y 存在 x E S, y E I 〈 er<p 、 a = xy, 

<t>(a) = <t>(xy) = 0 (x) 0 (y) = <j>(x)e = (p(x) e (p(S) 7 

S • Ker(p C 0 _1 (0(5 ))； 

任意的 6 e 则存在少 ⑼ e a >( S )， 从 fttf 存在 e S ' 使得 

<t>(b) = (p(s). 从而 

0(5"" 1 6) = (t>(s~ l )(f>(b) = (0(.s)) _1 0(6) = ( 0 (b)y l (p(b) = e, 
s^ { b e Ker<py b = G 5 - Ker(p\ 

rXs)) Q S • 1 <_， 

所以， 0- 1 (cp(S)) = S • Kercp. □ 

书后练习 6.2. P A2 , Ex2 

证明：首先证明 ：0 是 L ( G ，//) 到 L ( G ) 的一个一一对应. 

0 是 映射； 

取实上：只要说明 S 是 G 的子群，则 0(5) 是 G 的子群. 

0 是 单射； 

亊实上:假设 * S 2 e L(G } //), a 0(S\) = 0(S 2 ),o(S l ) = 0(S 2 ) } 要证 
明 ： 5 ’i = * S '2. 

任意的 ： T e ，则 (t>{x) e 0(50 = 0(5 2 ), 所以存在 J / € &，使得 
<t>{y) = 0 (x), 从 rflf (p(xy { ) = e, xy~ l = s e Ker<p = // C S 2 > 所以 
x = ys e S 2 , Si C 5 2 ; 

同理可以 证明： 5 2 C 5 1； 

0 是 满射； 

事实上:任意的5 e L ( G ), PW 0~ 1 (S) e L(G. H), 满足: 

0{(t>~ l (s)) = (p(0 _1 (5)) = 5. 
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J ) 设 S，T e L(G, H), SDT{DH = Ker<j >). 任意的 x e cj>(T ), 存在 
yeTCS , 使得 <t>(y) = xe 0(5), 所以 o(T)c 0 (S )； 

假设 <p(T) C 4>(S ). 任意的 x eT, <t>{x) € d>(T) C d>(S 、， 所以存在 
y G 5 , 使得 0 (y) = <t>(x), 0 (xy l ) = e, xy 1 € Ker0 = H C S , 所以存在 
h G //,, 使得 xy~ x = /i, x = hy G S, T C 5. 

2 ) 假设 S 是 G 的正规子群，则 S 是 G 的子群， ^S 1 ) 是 5 的子群 . 

任意的 ： r e d>(S), y e G , 则存在 a e S, b e G , 使得 </>(a) = x, 綱 = 
V 、 (^/r 1 ) = ?/—\ 而 S 是正规子群，所以 bab~ l e 5, 从而： 

yxy~ l = (p(b)(p(a)(p(b~ l ) = <j)(bab~ l ) € <p(5), 

所以別的是 5 的正规子群 . 

假设 (!>(S) ^ G 的正规子群，则对任意的 rr € (?(5), y e G , 都有 
yxy - 1 € <I>{S). 

任意的 a e 5,6 € G ，则 0 (a) e 4>(S), 0(6), <f>(b~ l ) e G, 

(t>(bab~ [ ) = ^(6)0(a)^(6 _1 ) = 0 (/;) 0 (a)(<p (/;)) _1 G 0(5), 所以存在 5 € S " ，使 
得 <f>(bab- 1 ) = cp(s), phi(bab- l s- l )=e, bab^s^ 1 G Kercp C // C 5 , 所以存 
在 h e 11 ， 使得 bab- l s- l =h ， bab ~ 1 = hs € 5- 所以 5 • 是 G 的正规 子群 . 

3) 假设 S 昆 G 的正规子群，则 0(5) ^ G 的正规子群•所以 GMS) 
是的商群 . 作： 

a:G^ G/0(S), 
x h-4 [<p(x)] = (f>(x)<f>(S) t 

显然， a 是 G — G/<p(S) 的一个群 同态 . 

由于 诊 是满的，易知 tr 是满同态； 

Kero = 5 ； 

串 1 实上 : 任意的 ： r € 5' ， 4>(x) 6 4>(S), a(x) = [0(x)] = <j>(x)<f>(S) = <p(S) y 0f 
以 ： c 6 Kera, S C Kero\ 

任意的 : r € /( era , 则 （tt = <f>{x)4>(S) = 0(5)， 所以 <t>(x) € <t>(S), 从而 
存在 s € 使得 0 (x) = 0 ( 6 )，（^( xs - 1 ) = e 6 G , xs~ l e Ker 0 = H C S, 
所以存在 /z G //，使得 xs~ l = h, x = hs € 5, 所以 Kera C 5. 

利用群的第一同态定理，知： G/S^ G/o{Sy □ 
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书后练习 6.3. P 42 , Ex3 

证明： _/) 因为 S ’ 是 G 的一个子群，所以 ⑻是 H 的 子群. 而对任意 
的 s e 0\8) = cp(s) € ri>(5), FL 0 是群同态，所以#保持运兑，从而 

中 1 •• S — <J>(S) 

是一个群同态.且< 是满射，所以是满同态. 

2) 任意的 x e SC\ Ker<j>y Pl!l o'(x) = <p(x) = e e (p{S) 1 x e Ker<p\ 所以 
5 fl Kercp C Kercp^y 

任意的： r € Ker〆 ， 则 ： c € 5 •且 <p(x) = (j)\x) = e y x e Ker<p y 所以 
x £ S C\ Kercpy Kerd/ C 5 fl Kcv<p\ 

所以， Kent)' = S C\ Ker(t). 

3) 我们要 证明： S/(S D Kerd>) ^ 0(5). 

由于# 是 S 到 0(5) 的一个满同态，且 Kero' = S H Ker^ 利用群的 
笫一同态定理，即可以得 到. 口 

书后练习 6.4. P 42 , Ex\ 

证明： i ) 因为//是 G 的正规子群， S 是群 G 的一个了•群，所以 
SlI = II S ( P 22 , Ex3, (2) 的结论），从时57/是 G 的子群 • 

任意的 : r € //， j / € 57/ Q G , 由于//是 G 的正规 f •群，所以 yxy~ l G //, 
从而//是57/的正规子群. 

SDH 是两个 r •群的交，仍然是群，是 S 的 f •群.任意的 ： r e SniL ye 
5，则 ： r € H，yxy l € II ， yxy ~ 1 G 5, yxy - 1 e S C \ H . 

所以 4 ?门//是5|的正规子群. 

幻由于 // 是 57 /的正规子群，所以 SH / H 是商群.作： 

(j:S — SH/H, 
x^ xH e SH/H. 

则 ： a 是 S 到57////的一个映射，且任意的 x ， yeS ， 

(j{xy) = xyH = (xH)(yH) = a(x)a(y) 7 即有 ： a 是 6 •到 SH/H 的一个群同 
态； 

又 xH € S /////， 则 ： r € SH, 存在 s € S，h € H ， 使得 ： r = 6". 这 
Brf, xH = (sh)H = s(hH) = sH 9 所以存在 .s G 5 ’， 满足 a(5) = a(x) = xH，a 
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是 5 到 5///// 的群满 同态； 

任意的 ： c G /^em, 则 ： c G *5 •且 cr{x) = xll = II， x G II, x G 
SnH, Karo C 5n //； 

任意的 x G S n H ， 则 ： c € //， (t(x) = xH = //, x € Kera y 所以 
S C\ II Q Kero\ 

S n // = Kero, 由群的第一同态定理，有： S75 n // 兰 SH/H. □ 

§7有限群 


书后练习 7.1. P4d，Exl 

证明：任取 a e G, a # e, 则 a 的周期 m 不是 1, M m | p. 乂因为 p 是 
素数，所以 m = p . 从而 < a 〉是 /; 阶群，所以 < a 〉= A □ 

( 习题实际上告诉了我们这个亊实：素数阶群一定是循环群 .） 

书后练习 7.2. P 1G , Ex2 

证明：因为//是群 G 的指数为2的子群，所以群 G 关于//的所有左 
陪集为 if, a/f, 其中 aelL 

注意到 a// = II = Ila^ a e //. 所以对任意的： r € G, 

若 xH = II => x ^ H => IIx = H => xll = IIx\ 

^ xll = all ^ xell => IIx ^ II => IIx = Ila => xll = IIx; 

所以 // 是 G 的正规 子群. 口 

书后练习 7.3. P401 Ex3 

证明： i) 任意的 [ai] = [02] ，如 ]=[62 ]，则 p I (ai - 02)， p 丨 （fci - 62 )， 
而 a \^\ — a 2 ^'l = a l,，l 一 «>^1 + a-2^1 — a-2^2 = / ， l( a l — a 2) + ~ b. 2 )， 

所以 p I (ttibi - a 2 b 2 )- 
[a\fh] = [a 2 b 2 ]. 运界是良定的； 

任意的 H， 问， [c]ez p \{[0]}， 有 

([ a ][6])[ c ] = [ab][c] = [(ab)c] = [a(bc)] = [a][bc] = [ a ] ( 剛)， 

结合律 成立； 

[1]€Z P \{[0]}， 对任意 的㈣ € & \ {[()]}， 都有 
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[«][!] = [!][«] = [°]> 

A \{[0]} 关于乘法有箏位元； 

任意的 [6] e z p \{[0]}, 则6 一 fcp , 从而（6, p ) = 1,所以存在 /, m € Z , 

使得 


/6 + mp = 1 , 

[lb + mp] = [1], [l][b] + [m]\p] = [1], [l)[b] = [1], 

[/] 是 [6] 的 逆元； 

综上： Z p \{[()]} 按所定义的乘法成一个群.它有 p-l 个元素，是 p-l 
阶群. 

亊 实上： （Z p \ {[()]}，•）还是一个交换群. 

2) 对任意整数 aeZ. 

若 a = A:p, 则 p | (a p — a)，a p e a( mod p)； 

若 a 一 fcp, 则 [aj e Zp\ {[0]}, 注意到 （Zp\ {[0]},.) 是一个 p- 1 阶群, 
所以 [ a ]P_i = [l ], 亦即 [ aP _ i ] = [ l ], 所以 [ a P^)[a] = [a], \aP) = [a], 
p \ (a p - a), a p = a( mod /;). □ 

书后练习 7.4. P 4(i , Ex4 

证明：任意的 A heG 9 

gSg~ l = hSh~ l <=> h~ l gSg~ l h = 5 = (h~ l g)S(h~ l g)~ l h~ l g 6 N(S) 

^ gN(S) = hN{S) t 亦即： gSg- 1 = hSh_ l 勞 关于 G 的子群 N(S) 
有相同的左陪集. 

所以 G 中所有与 S 并轭的子集 {gSg- l \g e G} 的个数恰奸是 G 中关 
于子群 N(S) 的左陪集的 个数. 所以 

10(5)1 = [G : N ( S )]. 


□ 


§8有限交换群的结构定理 


书后练习8丄 P Tyl , Exl 
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证明： i ) 任意的心 e // M ~ e 巧，由于戌， & 是0的子群，所以 
h~ l e H u hj l e H j9 利用性质幻，则有 

("々)(«) = ( Mr 1 )(^.- 1 ) = e , 

所以 

( hy l hj l )~ l = hih jy 
而 


("「 V ) - 1 = ( h - i r l ( h - 1 )- 1 = hjh h 


所以 ： hjhj = hjhii 


2)Hi G 的子 群 . 任意的分 € G, 由 i), 有 : 佐 gj e Hj，j = l ， 2 , … ， n, 

使得 


9 = 9\'-9i-\9i9i+\ Sn> 

利用结论 i ), 有 


9 = ( ji -- gi - i 9 i + i --9 r , gi > 

而任意的 ~ e //,, 利用结论 7 )， 有 

(f/l … 9i-l9i+l ' ' ' 9nV l i = hi(fh . • • fh-lfli+l • • • 

£L 


hj Hi = Hi hi = //,, 

gHi = (.91 - • .5, 一 lfli+l • m '9n9i)Hi = (.9i - • - fli-ifli+i • -f)n)Hi 
= Hi、gi • • • gi-Wi+i • • • g n ) = Hi(9i9\ - •*3i-i3i+i • • • (Jn 、 

= "i(.9i • * - .91-1.91+1 - - - 9n9i) = HifJ> 

所以 /4 是 G 的正规子群. 

3)G 是 // iu // i2 ,...,// lM 的内直积，就要 说明： 

(3.1) G = H n Hd 这是因为：由结论7)，任意的 i，j， 都有 
HiHj = HjHr 所以 

G=H i H 2 --H n = H h H h -H in . 

(3.2) 任意的/^， K e //… j = 1，2,…， n , 由结论 J ), 

(h h h i2 ... / o (/4,4 …= (心 … 〜)("; 岣 … "'J 

=(MiXMO … K ) = ( h h h ， h )( h i 2 h ， i 2 ) … ( h ir XJ ; 
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( 5 . 5 ) 假设 3 = 9 ii 9 i 2 '- 9 in = d • •<• ， 其中外 ，砣 e 仏厂 
j = l, 2 ， ... ， n. 则利用结论 7 ) ， 有： 

.9 = •% 9 i 2 • • • 9 i „ = .9“ 6^ • • • 

= 9 i 92-'9 n = g[gH gj ， g’j e h 』，j = i，2，...，n, 

由条件 C)， 则刃 = g ’ j，j = l，2，..”n .所以％ = g ' i ^ j = l，2，...，n. 

所以， G 是 H h ， II i2 ，… , II in 的内直积. 

J) 由 c) 知道：认被 g 唯一确定，所以办是 G 到//,的一个映射•且 
(4.1) 对任意的认€仏，存在5 = e ^^ gie^^e G, 使得 0i ( g ) = g i} 

亦即办是 满射； m 

(4-S ) 对任意的 g，h 6 G, g = 讥 g 2 • -g n , h = h x h 2 hj e H jf 

则由 6) 得到: g/l = (仍办1)(52办 2) …(分 rAi ), 从而 
Ma^) = ( Jihi = 4>A{))(t>i{h), 

所以也保持群的运 .兑； 

所以：也是群 G 到//,的一个满同态 • 

(4-3 ) 任取 g = 9\- -( ji - igi+i '- g n e II \-- //,_【//,+!•••//„，贝 1 j 
g = 9 i … gi-ieg i+1 ". g n e Hi." //,— //,// i+1 . • • H n> 

M ( j ) = e , g e Ker < t > i \ 

任取 5 € /(er0i ， 可设 g = g\- - - 3*-i5*9«+i • • .fln ， 则 Md) = 9i = 所 
以 .9 = .9i ••- gi - ieg i+i … g n = .91 . • • .9i-i.9i+i • • • 5 ,, € // 1 ••- // ，一！ W ， + i. •. H n \ 
所以 Kcr<t>i = //, • • • H^ x H i+x ^-H n . □ 

书后练习 8.2. Pa, Ex2 

证明：由于 Miyh 完全被 (M，/i2，...，M 确定,所以 0 是 5 到 G 的 
一个映射，且 

(■/) 任取歹， /i e G, g = (51^2,...,5n ), 九 =(" 1，"2, …，心)，则: 
fjh = ( jhfh ， g.ihi …， g n h n )， 

( P { pi ) = ( 51 ^ 1 )( 92 ^ 2 ) ••• (5 tA ») = (她 … g n )( hih 2 ••• h n ) = (/ >( g)</>(h); 

所以 0 是 G 到 G 的一个群 同态； 

{ 2 ) 任取 g e G , 则存在仍€戌 ， 2 = 1 ， 2 ,…， n ， 使以 y =仍仍…分 n ， 从 
而存在 g = ( 51 ， 52 , …， ft *) € G， 满足炎(歹 ） = g. 
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所以0是 G 到 G 的一个满群 同态； 

(3) 任取 g,he Gy V = (9 u 92, …， 9 n )， 五= (" l ，" 2 ，...，" n )， 则： 

<t>(g) = 9192… g n , <t>(h) = hih 2 … h n ， 

若 0( 歹) =0( 办)，则 5 i 52 • • • g n = h \ h 2 • • . h n e G ， 注意到 G 是/^ 的内 
直积；由 c )， 则 p,= 〜 i = l ，2，...， n , 从而: 

(Jh ， g2n9n) = (/il ， "2 ， ". ， "n). 

所以 0 是 5 到 G 的一个单群 同态； 

所以0是 G 到 G 的一个群同构. □ 

书后练习 8.3. Ps 3? Ex 3 

证明：由于 G = HJh 是内直枳，所以存在 G 在分 S //,投影 

(pi •• G 一^ 11\ 9 
g ^ h u 

则咖是 G 到仏的满同态，且 Ker < t> x = // 2 ,利用群的第一同态定理，则 

lh = G / lIr , 

同徉可以证明： 

//； ^ G ///-2； 

再由群同构的传递性， II { ^ //；. 

例如， Klein 四元群 • A ： = { e ， a ， 6, a 6}, 其中 e 是单位元， a 2 = </ 2 = 
{ab)' 2 = e . 

记 //, =< a 〉， //{ =< 6 >， // 2 =< 〉， 贝 ij 尺 = H x H 2 = //；//, 是内 

直积 ， A @ //卜但仏 / //(• □ 

书后练习 8.4. /^53 i ExA 

证明：我们对 n 进行归纳. 
n = 1 Ht , 结论是平凡的； 

n = 2时，设 G =<〜〉< a 2 〉是内直积，且 a , 的周期是 i = 1,2, 
fl . ( mi , m 2 ) — 1. 

因为 G 是 < 々 > 与 < a 2 > 的内直积 ， Ji < ai >, < a 2 > 都是有限阶 
群，所以 | G | < | < ai > | • | < a 2 > | = mxTn 2 - 
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又因为响 € G ，且 ( a ! a 2 ) mim2 = ( a 1 ) mim 2 ( a 2 ) mim2 = e , 所以 ( a x a 2 ) 
的阶数是 m.mo 的因数•设 ( ai a 2 ) 的阶数为/，则/ | ，且（〜叱/ = 
( ai ) / ( a 2 ) / = e , 而 e = e.e 且 G =< a ! 〉< 02 〉是内直积，所以 ( ai ) / ( a 2 ) / = e 
必须 （aj = ( a 2 y = e , 从而 mi | /， m 2 | /, / 是 m !， m 2 的公倍数，注意/有 
最小性，所以/ = [ m !， m 2 ] 是 77 ^， m 2 的最小公倍数. 

乂因为 m!，m 2 互累，所以/ = [m!，m 2 ] = mim.2 是 a \ a 2 的阶， G 是 
rnirn - y 阶循环群. 

假设 n = k 吋结论成立•当 n = A : + 1时，记// =< «!>•••< >, 

则//是< q > ，…， < a k 的内直积，且满足归纳假设的条件，从时//是阶数 
为 mi • • - m fc 的循环群，其生成元为 ai - - - a k7 亦即 // =< m • • - a k >. 

显然， G = //• < a k+ i > 是直积， // 是 m! •••mfc 阶循 环群， < a fc+1 〉 
是 rn k + l 阶循环群，且 ( mi -- m k , m k + i ) = 1,利用前面■的结论，则有： 

G =< ( a { - • .a/0 • 〉是 （rr^ 阶循 环群. 口 


§9 单群 


书后练习 9.1. Exl 

证明 :任取 &的一个2阶子群// = { e , a }, 其中^ = e , e 为恒等说换. 
假若//是&的正规子胙，则对任意的 a € 都有 arra - 1 G //. 


由于任何一 个锌换 郤可以表成荇干不相交轮换的积，所以可设 


(T = 7x72 • • • %， 

其中， n . ru 是不相交的非恒等说换. 

假若的阶数为 M 注意到不相交設换是可交换的，因而 7 r / y 7 f 的 
阶为 h ，... 为 h ，."， t s 的最小公 倍数. 注意到 a 2 = e , 所以 
t x = - - = t s = 2. 

可设 r = ( Zl i 2 )( i 3 ^)...^，! ij ), 因为 n 2 3, 所以至少存在一个3- 
轮换 （il <2 h ), 取 Q = Gl ?:2 (3)，则 = ((3 6 G ). 这时 
aaa~ x = (ii i 2 《2)(4 t ) … ( ij -\ ij)(h *2 * i ) 

= { i \ i'l z .3 )(ii * 2)(23 * 4)(^3 «2 « i ) ••- ( ij-i ij ) 
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= (h 《 3)(22 2 4 ) … (Zj-1 ij)eH 

所以 // 不是&的 IE 规子群. 口 

书后练习 9.2. Ex2 

证明： & ， A, {(1)} 是 & 的当然正规 子群. 

n = l , 2时，结论 显然； 

n = 3时， | A | = 6,它有2, 3阶 非平凡子群. 而其3阶子群为 A 3 ，是 
其正规 子群； 

下说明：其2阶子群不是正规子群.&的2阶子群只能是 
H = { ⑴， （ ii , 6)}. 由于存在 （ii 6纟3) € $3,且 

(i “2 *3)(*1 *2)(*1 i -2 hy l = (ii h )^ H } 

所以 // 不是的正规 子群； 

n > 5 Ht , 注意 烏 是荜群，荇"是 S ’ n 的异于心4,， {(1)} 正规子 
群，则//不是4,的正规子群，也就是说//不是4,的子群.（若//是4, 
的子群，必是的正規子群 . > 

考虑 ： K = // H 则任 ： g a 尺，则 

fie II. alia- 1 e 11 ， 

PeAn , a ^ a - 1 e An 
从 rfrf 1 e /(, K 是的正规子群 • 

注意到夂也是4,的正规子群， 所以夂 = {(1)} K = 4, 

^ K = A in 由于 K 是//的子群，所以戽是//的子群，注意到4 
的指数为2,所以不存在//，满足 

A n CHC S n9 

( K ,| 是|&|的最大具因数 >• 矛盾. 

所以 A ： = {(1)}. 

若尺= um , 则以中除萃位以外没有其他偶置换.因为任何两个奇 a 
换之积 为偶® 换，所以任意 a. lie //,必有 aa = a/? = (1), 从而 // 是一 
个 2 阶子群，再由 Exh 矛盾. 

所以&没有异于火，4,， {(1)} 的正规子群 • 
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§10 群的构造，自由群 
§11群在集上的作用 

书后练习 11.1. P lu Ex\ 

证明： U ) 任意的 geG , H e M, 要验证 gHg_ l e AI (仍是 G 的子 
群）. 事实上： 

(gHg^)(gHg- 1 ) = gHHg^ = gHg' [gHg-^ = (g^ 1 

对任意的 // € iU 以及 e e G , 有 e x // = eHe~ l = //； 

对任意的仏 // € G ， // € AA 有 g x (h x H) = g x (hHhr 1 )= 
g(hHh- l )g~ l = (gh)H(gh)~ l = (gh) x H. 

( g )// 是 G 的正规子群 

分任意 g e G y 都有 gllg~ l = H 

分任意分 € G ， 都有 M •?/, 

^ Sh = G D 

书后练习 11.2. Pji , Ex2 

证明： （i) 苜先要说明： 任意 € G, 都有仏 4 € A/, 亦即 .*4 也是 G 屮 
含 m 个元素的 子集. 职 实上： 定义映射 

(p : A gA 

a ► ga ， 

则： 

任意 ai,a -2 G G, ga x = ga 2 , 由群中运 I? 的消去律 ， fli = 心，公是单 
射； 

任意 : r €仏 4, 存在 a e A 使得 : c = ga, 从而 ‘ 0(a) = ga = x，（p 是满射 • 
再： 任意 .4 e e 是 G 的单位元，容易 知道 ： e x ,4 = 已 4 = -4; 

f£E -4 G M , g , heG ， 有 

g x (h x A) = g x (hA) = g(hA) = (gh)A = (gh) x A. 

(2) 丙为 V.s € 5U，a € 九有 sx a = sa e A, 所以集 .4 可以看作一个 
S A - 集 . 


21 



在 ，4 上定义一个关系 〜 X 〜 y 公 存在 S € 5^，使得 SX = y . 则〜是 
.4 上的一个等价关系 .x 在 5U -集 .4 中的轨道是元素: r 在等价关系〜 
下的等 价类 . fi A =\J O x . 

x€A 

下 E : 对任意的 : r e A ， 都 |5 U| = \ o x y 亊实上，作•^到 Oi 的一个映 
射： 


( j )' S A — o x 

S H-> SXy 

W 为任意的 心， € A , 有 = 幻工 4 々 = s ’2, 0 是单•射； 

又任意 € Of , 存在 s € 5U , 使得 y = s：r， 从而存在 s e SU， 满足 
0(6) = sx = y , 0 是满射. 

所以任怠的 x,ye A , |SU| = \ O x \ = |O y |, 又 4 是有限集，它是有限个 
不相交的 O x 的并集，所以 | 涮是 |O x | 的倍数 • 

所以 | 义 | 丨 m. □ 


§12本章总习题 


书后练习 12.1. I ) 7 i，Exl 

证明 ： （ J ) 由 al # = ( a 5 ) 1 ^ €< a 8 >=>< > C < a 8 > 5 

同理， < a 卜 A > C < a f >； 所以 < a 1 # > C < a s > H < >； 

任取 ： c e < M 〉 n < Y 〉，则 ： c €< 〉，存在整数 A :, 使得 ： c = 
a fcs ； x G < >, 存在整数/，使得 x = a "; 所以 a : = 且 s 丨 m ，t \ m . 
亦即：存在整数 n , 使得 :r = #，咖 =( a ^) n e < aM >； 所以 < > H < 

a 1 > C < al s,f l >； 

所以 < 〉 n < >=< a lMl >. 

( g ) 由 f € a ^\ a ( e a ( s ， f ), 则 

< a 3 > C < a M >, < a 1 > C < a (M) >, 所以 < a s > • < a * > C < a w) >； 

任意 x 〉，则存在整数 /, 使得 x = a ^) ; . 由于存在整数 m , n , 

满足 ms + nf = ( s ， f ), 所以 
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x = a^ t)l = ( a M y = ( a^ ms+nt) y = ( a s ) ml - ( a f ) nl e < a s > • < a * >, 

所以 < a (#) > C < a 5 > • < >； 

所以 < a s > • < a f >=< >. □ 

书后练习 12.2. P 7 l , Ex 2 

证明：由 G 中元素的阶均不大于 2, 所以任意 aeG , 都有 a 2 = e , e 为 
G 的单 位元. 所以对任意 a € G , a - 1 = a . 

任意 a , 6 6 G y ( fl 6 )-i = a 6, 且 ( ab ) - 1 = b ~ l a~ l = 6 a , 所以 = 6 a , G 
是交换群. 口 

书后练习 12.3. P 71 , Ex 3 

证明：由// [ C ( G ), 所以//是 G 的正规子群， G / H 是 商群. 

G/H 是循环群，可设 G/H =< a >, a G G. 任意 x, y e G , 考虑 
x , y 所在的陪集无，仄则存在幣数 A ;, /, 使得疋= ( a ) fc , y = ( a ) 1 . 从而存在 
ci, c -2 € C(G) } 满足 a: = a k ci, y = a ; c>. 

所以 ： cy = a k c \ a l C2 = a k a l c \ C2 = a l a k c \ C2 = a 1 C2a k c \ = yx 9 亦即 ： G 是 
一个交 换群. 口 

书后练习 12.4. P 72 , Ex 4 

证明：设群 G 的阶为 p 2 , 则 G 中元素的阶为1， p，/A 

苕 G 中存在 p 2 阶元素，则 G 是一个循环群，是交 换群； 

若 G 中没有沪阶元累，则 G 中除去中.位元以外，都是 p 阶元素.任取 
a , 6 € G •则 a p = ^ = c , 且任怠 {) < s < p , 都有 / e , \f + a 、e 为 G 的 
单位元•且 ( ab) p = e => ( ab) p = e = a p lf ( ab) p ~ l = 

注意到： { ab )- 1 = { ab ) p ~\ (a)" 1 = { a ) p -\ { b)~ l = ( b ) p ~ l , 

所以 {ab)~ [ = a -^- 1 => / 厂 1 cT 1 = a- l lr l => = ( a — V 1 )- 1 令 

ab = ba . 

所以 G 是交换群. 口 

书后练习 12.5. P T2l Ex 5 

证明：因为 G 是一个交换群，且 | G | = piP 2." Pt，i = 1,2,是互 
不相同的素数， 利 用引理 7.6( 见教材 尸》3)， G 中存在 p , 阶元 ， i = l ，2 ，...，t 

记 G 的 阶元为 a,，i = 1.2, 考虑 // =< a k > - < a / >, 由于 G 
是交换群，所以 // =< q > • < fl / 〉是 G 的子群，且 < a ；： 〉，< a / >是 : U 
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的子群；从而凡11//|， P / 丨|//|，|//|是子群//的阶•由于 w P / 是不同的素 
数，（外， W ) = 1， 所以# 是瓜利阶群 • 

考虑以叫的 阶数. 显然，％ a / 的阶是 WP / 的因数，注意到 ：外， P / 是不 
同的素数，所以 a fc a / 的阶只能是：1, /；/：,仍 ， PkPh 

^ a k ai 的阶为1,则以…= e ， 从而 af 1 = a /, 它们有相同的阶； 
a k a t 的阶为 pa ：, 则 ( a k ai) Pk = a ^ af A = af A = e , 矛盾； 

若叫屮的阶为/々，则 ( a k ai ) p, = «' = < = e , 矛盾； 

所以， ClArtt / 的阶为 pkPh 所以// =<以叫〉是循环群； 

下面证•明: a \ a 2 ••• a i 的阶数为: P1P2 • • . Pt . iS H =< aj > • < a 2 > < 

叫〉 ，则 打 是 G 的一个子群，且 〈以〉 是//的子群，所以外 | |//|，|//|是 
// 的阶. 注意到 Pi , i = 1，2，..., f 是互不相同的累数,所以 \ H \= Pl p 2 -- pr , 

利用巳知定理， a x a 2 --- a , 的阶数为 PiP2 ". Pt 的因数， 

记为 s = /)“ • - - p itu , 1 < ii < ... < i m < U 

这吋 （ a "” = e ，所以 ( aia 2 • • • ) 5 = ( a ^ ••- a jt _ m ) 3 = e . 

考虑 K =< 叫 > ••• < > ，则 K^G 的子群，且 /< 的阶数为 

I = Vh - U 但是尺中的 s 阶元，所以 s I /, 矛盾. 

所以 a 〖 a 2 . • 的阶数为： PiP 2 "Pf 

亦即： G 是循环群，是它的生 成元. 口 

书后练习 12.6. P 72 , Exd 

证明： 口 

书后练习 12.7. P 72l Ex 7 

证明：次是群 G 的两个有限子群，所以 AHB 是群. 任意 h eH.xe 
AB 9 定义： 


h x x = hx y 

则： x 是群 // 在集火 B 上的作用 • 

在上定义关系： x 〜 y 分存在/? e //, 使得 h x x = y - 则〜是 
上的等价关系. 

任意 : r € .4^ 记= { hx\ih GH } 为 X 所在的轨道，是: r 在等价关 
系〜下的等价类 ，则： AB = U O x . 

x^AB 
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如下 r 先 E 明： 任意 : T e 都有 | o x | = 1.4 ns |. 

事实上：作 // 到 O x 的一个 对应： 

< i > : H — O x , 
h ^ hx . 

则 ：⑴ = h. 2 x hi = h-yy (p 是单射； 

( 2 ) 任意 2 / € Oj ；, 则存在 h e H ， 使得 / i:r = :(/，< 2 > 是 满的. 
所以 \ AB \ 等于不相交轨道个数乘 \ ADB \. 


洱证明： .4B 的不相交轨道个数等于 .4 中不相交轨道个数与 B 中不相 
交轨道个数之积. 

首先，由于 A 是群，所以任意: r € A hell C A , 都有 /a e 所以 
O x 是 A 的子集，同样，任意 y e 有 O y 是 B 的子集. 

设 叫 € -4, 6, e B ， 1 O ai / O a2 , O bl ^ O b2t 则任意 /i € //, /m! 一 
a>, hb x ^ /；2, 亦即 a - ya^elL b 2 l /[ l ell . 

若 O aibl = O a2b29 则存在 /i € " ， 使得 《 
h(i[bi = a-ib-i => a^hai = byb^ 1 => 1>2^ 1 G II 矛盾 . 


所以，中不相交轨道的个数等于 .4 中不相交轨道的个数与 B 中不 
相交轨道的个数之积. 

亦 gp . idM . = Jdl ___ 15 L fiffiu \ AB \ = n 

刀即. \ ADB \ \ AnB \\ AnB \ 9 \ AnB \' u 

书后练习 12.8. Pj2i Ex 8 

证明： 由 // g /< g g 且 [ G : //] 是有限数，所以 
[ G : K ]<[ G : //], [K : K)<[G : H ] 都是有限数. 

记 [ G : K ]= 5 , [K : H ) = f ，且 k x H , k 2 H . …， k t H 是商集 K/H 中的 f 
个元素， A ：/// = k m II «=> ki = A * m ； g x K y g 2 K ， …， g s K 是商集 G/K 中的 5 个 
g\K = g m K gi = g nr 如下要证明： gikjH 是商集 G / H 中不同的元 
素 ， z = 1，2，."’5’ j = 1，2， •••，《• 

任意的 X e G ， 则存在认 € G ， 使得认 /( = xK , 所以 gfx e K , y 、 
而存在心 € K ， 使得 g? l xll = kjH, 亦即： x // = gikjH, 所以 G/H C 
{(jikjH\i = 1,2, s; j = 1,2,<}； 
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再:任意 9 ikjH = gikmH , PliJ (g/fc„,) _1 (仏丸 ） G H Q K , 所以 
KnS^di^j ^ K gf l gi E K 4 giK = giK => 山 = % 


=> kjH = k m H => kj = k m ； 


所以商集 G / H 中的元素个数为 W 个. 


从而 [G : //] = [G : K}[K : H }. 
书后练习 12.9. P72, Ex 9 


□ 


证明：利用 Ex7, 8 的 结论： 

[G:ADB] = [G: A][A:AnB], [G:AnB] = [G : B)[B:AnB] 9 且集合 
{x(A n B) I xeA} 与集合 {yB\7je AB) 之间#在一个一一 对应 • 

亊实上：作 {x(AHB) \xeA} m {yB\ye AB} 的对应： 

4 >: {x(A C\ B) \ x e A} {yB I y € AB}, 
x(A C\ B) ^ xB y 

则 : (l)xi(A DB) = x 2 (A n B) => X 2 l x x e A C\D CD 
=> XiB = x 2 B => (t> 是映射； 

(2)y x B = y 2 B, y f € A, i = 1.2 => y^y\ e B => y^yi € -4 n B 
=» Vi(A n B) = y 2 (A n 13), 0 是 单射； 

(5) 任意 ？ € {?/B I :(/ e AB}, 存在 2 € .4 , 使得 = yB ， 从而 
<p(z(A n B)) = zB = yB ， ♦ 是满射 . 

记 {M I€ -4 ^} 的元素个数为 显然 < $ [G : 叫，所以 
[G:AC\B] = [G: A][A : An B) = [G : A]t < [G : A][G : B]. 

等号成立 t = [G : B] ^ G = AB o AB = BA = G. 

书后练习 12.10. P 72 ，£: t 10 


解：任取 0 e Aut ( G) y W'J 0 ( G ) = G =< a > 仍是循 环群. 所以 0 完全 
被 0 ( a ) 所确定. 

^ G =< a > 是无限循环群，则 G 只有两个生成元《， ex - 1 , 所以 0( a) 
只有两种 可能： 


( p ( a ) = a 或 0(a) = a -1 , 
这时， Aut ( G ) = {/, 0 }, 其中 0 ( a ) = a 一 1 • 
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^ G =< a > 是有限循 环群. 设 G =< a > 是 n 阶循环群.对任意 
a k e G , 0 < A : < n ，则 乂 是 G 的生成元 44* ( fc , n ) = 1. 

当 n 是素数时，任取 0 < A : < n , 记如⑷ = a 大则么 € Aut(G), 

所以 Aut(G) = {0 l 7 02? 

对一般的正整数 n ， id ^ = { fc |0< fc < n - l , ( n , k) = 1}, 对任意 
k e K 9 iH 


0 k : 4> k ( p ) = a k > 

则如 e Aut ( G \ a Aut ( G ) = { 0 k I k e K }. 

书后练习 12.11. P rl , Ex\l 

证明：任意的 7； € / rm ( G ), 则： 

T g •• G — G 
x gxg ~ [ . 

且 7； = 7； 为 Inn ( G ) 的单位元分 . 9 € C ( G ), C ( G ) 是 G 的 中心. 

作 G 到 Inn ( G ) 的映射 0: 

(p : G Inn ( G ) 

9^ T g 

则 0 是群 G 到群 Inn ( G ) 的一个满同态映射，且 Kero = C ( G )， 由第一同 
态定理，有 


G / C ( G ) ^ Inn ( G ). 


□ 

书后练习 12.12. Pn.ExU 
证明： （ i ) 因为 

H gi(l = H 92(l ^ (gia){g 2 a)~ l 6 H 
分 fhaor'g 2 e H ^ g { g 2 G // => g\H = g 2 H , 

所以 ~ 是 W 上的攀 射； 

任意 € A /， 存在 H xa -i e M, 使得： ia(H,a^) = //( xa-Ma = 

以 Q 是 满射； 

所以 e T(M )； 

^ g {^ a ^ b ) = gLo)Lb = {,^ ga)^b = ^gab = g)^abi 所以 Aah = & a .6. 
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(2) 显然，0 是 G 到 T ( M ) 的映射，且 0 ( ab ) = L ab = t a t b = ( p ( a )( p ( b ), 
所以 0 是群 同态. 

T ( M ) 中的单位元 y 则对任意分€ G ， 都有 i a ( H g ) = H (ja = H (J> 从而 
gag 1 6 H , 所以是中-位元分对任意分 e G , 都有 ( jag 1 6 H ； 

由 Ker <}) = {a E G \ t a = L e } = { i a \ gag ~ { 6 //, V9 G G } 

={a G G\a e g ~ ] Hg , \/g € G } = {a G G\a e f ) 9~ Xh q ) = fl g —' Hg . □ 

y^G g€G 

书后练习 12.13. P 72l ExlS 

证明：记 i 〗/ = UblW € G }, 则 iU 是一个元素个数为 n 的有 限集. 

再记 T ( M ) = { t a \a € G , 其中， t a: G — G ， //糾}，由 Exl 2 的结 
论知道， r ( iU ) 是 iU 上 置换群 SW 的子群. 

作 G 到: T ( A /) 的群同态 0 

d>:G — T ( M ) 
a h 匕， 

则 0 是满群同态 ， \^K = Ar 0, 则 /( 是 G 的正规 f 群，且 G/K ^ T ( M) f 
所以 [G : /(] = \ T ( M )\. 

注意 r ( A /) 是 SW 的子群，所以 \ T ( M )\ I n !, 从 rftf [G : A ：] 丨 n !, 命题成 
立. 口 

书后练习 12.14. P 72 , ExU 

证明： 

□ 

书后练习 12.15. P 72 , Exl 5 
证明： 

□ 
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第三章 ：环、 域与模 


§1环与域 

书后练习 1.1. ^83, Exl 

证明： ( l ) OeC ( R ), C ( R ) ^ 0； 

任怠： r，" € C(R), z e R xz = zx, yz = zy 
=> (: c 土 y)z = a ：2 士 j /2 = 2 ：r 土 2 y = z(x 土 .v) =» a: 土 j/ € C(R); 

(xy)z = x(yz) = x(zy) = (xz)y = (zx)y = z(xy) => xy e C(R )； 

所以 C(/?) 是 /? 的 子环； 

(2)R 是除环 => 任意 s e R ， 样在 t e Ii, 满足 -st = ts = 1, 1 为 /? 的 
单位元 . 

C(R) 研然是交 换环； 只要证：任意 : r e C(R), 都有 : r- 1 e C(R). 

事实上：任意 ： c € C(R\ ze Ii=> xz~ l = z~ l x=> (xz ~ 1 )- 1 = (z- l x)- x 
2 X" 1 = x~ l z => X -1 6 C(R). □ 

书后练习 1.2. P 83 , Ex2 

证明：任意 a , b E A , x E R xa E I . xb G I => ( xa -\- xb ) = x ( a -\- b ) G / 
a + b E A ； 

xa £ I —(xa) E I => x(—a) G / => —a G -4； 

任意 a € -4 ，： c，/*€/?=> (ra) £ I => x(ra) G / => ra € A\ 
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xa e I => (xa)r G / =» x(ar) G / =» az* G /; 
所以 4 是 ft 的 理想； 


再：任意 s G /, x £ R => xs ^ I => s ^ A => I C A . □ 

书后练习 1.3. Ps3 , Ex 3 

证明 ：⑴ H + I 是子 加群； 且任意 X ， yeH + J 
=> 样在 fh ， h 2 G H , s.2 G I ， 使得： x = hi -\- si , y = h 2 + s.2 
=> xy = (h { + si)(h 2 4 - s 2 ) = hih 2 + (sih 2 + his 2 + SiS 2 ) €// + /; 

所以 // + / 是 ft 的 子环； 

/ 显然是 //+/ 的子环，且任意 : r e //+/ c s e I xs , sx e I I 
是// + /的理想； 

两个子环的交仍是子环，所以// n /是//的子环. 

再：任意 /i G // C /?, 6- G // H / => sh , hs € // 且 s ", "5 G / sh , hs G 
II D I 

=> // n / 是 // 的理想 • 

( g ) 作 // 到 （// + /)// 的 映射： 

0 : // — (" + 1)/1 
h h h + I ， 

0 是 // 到 （// + 1)/1 的环同态，且任意 x - f -/ € (// + /)//, xG II + 1，存 
在 //- € //，5 € /，使得 x = /i + s => x + / = /i + / => ( p ( h ) = h 1 = x 1 
=> ( p 是满同态； 

x G Ker(p => x - f / = 0- f /=» a ： G /=> Kero = // fl /; 

利用环的第一同态定理，有： 

///(//n/)¥(// + /)//• 


书后练习 1.4. P 83 , Ex 4 

证明：作/?//到 R / J 的映射: 


□ 


<t> ： R/I — R/J 

/-!-/»—►/• + J, 

( 1 ) 4 > 是映射. 7 'x -f / = r 2 + / => 7-1 - r-2 € / c J => 7'1 -f J = r 2 + J \ 



(2) 0 保持运兑 .n + /， 7.2 + /Gi?// 

4 (n + 广 2 ) + / H (n + r 2 ) -f J = (ri 4- J) + (r 2 + J) = (p(ri + /) + 0(r 2 + /)， 

=> (rir 2 ) + / h (rir 2 ) + J = (n + J) + (r 2 + J) = o(ri + I) + <p(r> + /); 

(3) 0 是 满射. 任意 J G /?/J, 存在 r+/G /?//, 使得 0(r+/) = r+J； 

(4) Ker0 = J/I. 

任意 s-\-1 G J/1 C. R/J => s € J => s-\- J = 0-\- J G R/J => s-\-1 G Kercp, 
任意 t-\-1 e Ker 0 =^t-\-J = 0-\-Je R/J =^teJ=^t-\-le J/I ； 

利用环的第一同态定理，有：（/?//)/(々/) 2 R/J. □ 

书后练习 1.5. P 83 , Exh 

证明： （i)Ker0 是的理想 . 

荐 Kent) = 0,结论成立； 


若 Ker(j> ^ 0, 则存在 0 _ r € Kero ^ r~ l r = 1 € Ker<j> 
=> 任意 r € R y r . 1 = r € Ker<\> =>• /? C Kenp => Ker<f) = R . 


{2)R 有单 位元 . 记 1 ： = 0(1) 6 R 9 任怠 r € 7?, 存在 r € 7 ?, 使得 


0(7.) = f => 



fl = (p(r)0(l) = 0(7. • 1) = 0(r) = r, 
If = <p(l)<z)(r) = 0(1 • r) = 0(r) = f 


=> 了是 万的甲 • 位 元； 


Ti 是交 换环. 任怠 aJ)£Tl 存在 a, /; € /?, 使衍 0(a) = a, 0(b) = b 
ab = <z>(a)0(6) = 0(ab) = <p(ba) = 0(6)0(a) = ba ； 


R 中每一个非 0 元都有 逆元. 任意 0 ^ a eR , 存在 a € /?，使得 
( p { a ) = a , 0 是同构 => a 7 *^ 0, 又 R 是域 => 存在 6 € /?, 使得 = fea = 1 
=> ( p ( ab ) = ( j )( ba ) = 0(1) = 1， o ( a )0(6) = 0( b ) o ( a ) = 1 => 0( b ) 是? i 在 /? 中 
的逆元. □ 

书后练习 1.6. P 83 , Ex 6 


证明：记 z m 中的元素为孓 z r 中的元素为 M. 这时 , 


(p : Z ni —► Z r 
a »—► [a], 

(l)(t> 是 映射 . a! = m I (aj - a 2 ) r | («i - a 2 ) [ai] = [a 2 ]; 
{2)(p 保持运界 . aT + = a x -f a 2 ^ [ai -f a 2 ] = [ai] -f [a 2 ]; 

alail = «I «2 ^ [aia 2 ] = [ai][a 2 ]. 
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所以 诊是 z m 到 z r 的群同 态. 

任意无 e Ker0 => [x] = 0 => ?• I x =»■ /Cer0 = {0，F， …， （$ — l)r}, 

Ij m /Ker(p = {Kerct)^ 1 + Kercp^ ...，r 一 1 + Kei'd)}. □ 


§2 环的构造 


书后练习 2.1. Pqi ? Ex \ 

证明：设 fl 为环 /? 的一个左零因子，则存在 0爹 be It ， 使得 M = (). 
若 k = 0, 则 a 既是左零因子乂是右零 因子； 

若 ba 7^ 0, i 己 $ = 贝 1 J fl：c = a ( ba ) = ( ab)a = 0; xb = ( ba)b = b ( ab )= 
(),x 既是左苓因子又是冇苓因子. 口 

书后练习 2.2. B JU Ex 2 

证明：任怠 a! + b \ %/—5, a-2 + a.3 + 心3\/ - 5 6 Z[\/—5], 

a h 6,€Z，i = l ,2,3, 则: 


(ai + b\y/~~^) + ( a 2 + 一 5) = (ai + ( 1 - 2 ) + (^i + 5 E Z[\/~5]> + 

是 Z[v^5] 的代数运兑； 


[( a l + ,)1 V ~^>) + ( a 2 + fr >\ Z ~ 5 )] + («3 + 

= (ai + a ] + a3 ) + ( 6i + 62 + 

=( a l + ^ l \/— + [( a 2 + + («3 + 

(Z[v^5], +) 满足结 合律； 

存在 0 = 0 + 0v/^5G Z[v/^5], (a, 4-6,\/^5) + (0 + 0\/^5) 

=fli + /)i\ /一5, 0 + 0\/—5 是 ( Z[\/—5], +) 的单位兀； 

存在 (— ai) + (― 6i)\/^5 G Z[\/—5], 

(ai +6i\/^5) + [(-ax) 4 - (-&i)\/-5] = 0, (-ai) -f (-fti)\/-5 ai +fei\/^5 

的 负元； 

(ai + b[y/^b) + (a 2 -f = (ai + a 2 ) + (&i + fr>)\/-5 

=( a 2 + 6 2 V /1) + ( ai + 6 lx /=^), ( Z [ v /=5], +) 满足交 换律； 


(Z[v/^5], +) 是一个 加群； 


(fli + ftiV-5) - (a> -f- 6->v-5) = (aia> - 56i6>) + (—2 + a>^i)v-5 G 
2[0]，•是 Z [ x /^5] 的代数 运算； 


[(ai + - ( a 2 + fr > v /-5)] - (^3 + fe \/-5) 

=[(aia> - bbibo) + (aife> + a 2 fei)\/-5] - (^3 + & 3\/-5) 

=[(aia-2-56i6-2)a3-5(ai62+a2^i )^ 3 ]+ [(«i«2--^1 ^»)^3 + («1^>+«2^1)^3]\/-5 
=(«i + bxV^) - [(a 2 + - («3 + 

( Z [ v /^5], •) 满足结 合律； 

[(«i 4 - biy/^) + (a 2 + 6 2 \/-5)] - («3 + hV-^) 

=(^1 + 6i\/~5) • ( a 3 + ^3\/~5) + ( a 2 + - («3 + 5), 

( a 3 + &3\/-5) - [(ai + ^1\/^5) + ( a 2 + fr >\/-5)] 

= (^3 + * (^i + fti \/--5) + ( a .3 + b : i y /^ E ) - ( a -2 + b -2\/—^) 9 

乘法 • 对加法 + 有分 配律； 

1 = 1+0^35 € Z [ x /^5], 

1 • (cii + 6 i\/—5) = «i -f W - 5 = ⑷ + 61 \/ - 5) • 1， 1 是 （ Z[\/-5] ， •) 的甲-位 
元； 


(^1 + b [ \/—5) • ( a .2 + />2\/— 5) = (ao 4- />2 \/— 5) . ( a ! + b ' \/一5)， 

( Z [ v /=5], •) 满足交 换律； 

打 （fli + 61 \/一 5) • (a .2 + bi \/— 5) = ((i\(i'2 一 \>b\b->) + (d\b-) 4- ci'2f)\ ) y / 一 -3 = 0 

= 0 
= 0 

f a , = 她 

^ ai 0 =^- < ai => aib -2 

[ aib -2 + a 2 6 i = 0 

=>• (af + 56f)6-2 = 0 => b 2 = 0 a-2 = 0 

=> a 2 + 5 = 0; 

r>bi => ( a \ 4 - bb \) a -2 = 0 => a -2 = 0 => 
= 0 

b -2 = 0 

=> a -2 + 6- 2 v ^--5 = 0; 

所以 （ Z ， +， •） 是有单位元且没有寧因子的交换环，是 整环. 口 

书后练习 2.3. Ptji , Ex 3 

证明： 在实连续函数环（^0, 1] 中，存在函数 


若 h # 0 => 


1>2 

ci \ b -2 4- ( iob \ 



H . ai + /；! \/—5) 7 ^ 0 => 


aia -2 - 56 i 6-2 



f(x) = 


0 


0< x <^ 




； 分⑻ = 


X- r 2 0 < X < 2 
0 \<X<1 


满足： f(x) ^ 0, g(x) _ 0 但 f(x)g(x) = 0, 亦即 C [0, 1] 中存在零因子.所 
以 C [0, 1] 不是 整环; 

在 n 是合数时，设 n = 71^2，〜 < 71，< n , 则 [nj # 0, [ n 2 ] # 0而 
[ ni ][ n 2 ] = [nin 2 ] = [n] = 0, 所以 Z „ 不是整环. 口 

书后练习 2.4. Py >, Ex A 

Iff ： Z[i\ = {a + byTl I a , 6 G Z } 它是一个整环 • 

Z[i] 的分式域 

W\ = 卜纩 1 1 «， m z[z], p ^ o} 

={a + by/^-i I a, b e Q} 

= Q [ v ^ I ]. □ 

书后练习 2.5. P 92 , Exf> 

证明：风是域 F 上的所有 n 阶方阵的全体. 

F n 关于矩阵的加法和乘法构成一 个环； 

F n 关于矩阵的加法和 F 与^ 的纯 S ： 乘法构成一个维数不大于 n 2 的 
线性空间； 

所以是域 F 上的一个有限维 代数. 口 


§3多项式环 


书 后练习 3.1. Pys, Ex\ 

解： z 7 是一个域.利用分配律 
{[3}x 2 + [5]x+ [4])([4]x 2 + [2]x + [3]) 

= [I2]x 4 + [6]x 3 + [9]x 2 + [20]x 3 + [10]x 2 + [15]x + [16]x 2 + [8]x + [12] 

= [5]a: 4 + [5]a: 3 + [2]x -h [5]. □ 

书 后练习 3.2. Pyg, Ex2 

解： (l)(x + i)(x — i) = X 2 — ix ix — i • i = x 2 H - 1； 

(S) 在 : c = 时， x 2 + 1 = A： 2 + 1 = (-1) + 1 = 0 , 而 
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(/.; + i)(k — i) = k 2 — ki + ik — ii = j j ^ 0. □ 

书后练习 3.3. Pqs, Ex3 

证明： 中有单位元 l , a 1 g r [ x ) 也是的单位元； 

任意 a 0 + + … + : c n ，6 0 + 6# + … + b m x m € /?[: c ]， 有： 

(a 0 + 〜:?: + _ + a n x n ) - (bo + + … + b m x m ) 

k 

= (acA)) + (a 0 b x -f- a x b 0 )x + … + (E 〜〜_，•)# + _ + a n b m x n+m 

i=0 

k 

=(b 0 cio) + (Mo + 6 0 内)工 + … + (Z … + a 1t b m x n+m 

i=0 

= (bo-\-b[X-h...-\-b rn x w )-(ao-{-aiX+...-\-a Tl x r, ), 其中 i > n 时 a ，= ()， k — i > rn 
0t b k .i = 0. 

R[x] 满足交 换律； 

任意 （）# a 。 + aix + … + a n x r \ 0 # 6 0 + 卜工十 … + b m x m G /?[x], 不妨 
设 a „ 一 0， 6 m 一 0，则 

(«o + aix + … + a n x 11 ) - (b 0 - f - 6 i：r + … + b m x m ) 

k 

=(ao^o) + (aobi + 4)0 ： + … + (F + … + a n b m x u+m ^ 0, 

R [ x ) 中没有•零 因子； ，_ 

所以 /?[ x ] 是 整环. □ 

书后练习 3.4. Pijs , Ex A 

i 正明 ■ ( i ) T ^0, mm ^^ ^ eT , 有 



所以 （ r ，+, •) 是 ( m 2 ( z ), +, ■) 的子环. 
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⑻直接验证： （/, +) 是 ( il / 2 ( Z ), +) 的子 加群; 



所有/是 T 的 理想; 


注 * /不是 ( i \/ 2 ( Z ), +) 的理想. 




书后练习 3.5. P y8 , Exh 



□ 


证明： ( l ) I n e D ( R ), D ( R ) ^ 0； a 

D ( R ) + D ( R ) = D ( R ), - D ( R ) = D ( R ), /?(/?)• D ( R ) = D ( R ) } 

所以 D ( R ) ^ M n ( R ) 的 子环； 

(2) 因为 /? 是交换环，所以 D ( R)C C ( D (/?)) ; 

记尽是 （ i , i ) 位置为 1, 其余位置为0的 n 阶方阵，则^ € D ⑻， 
再：任意 -4 = ( aij ) n e C ( D (7?)), 则 


EjA = AEi ， 


亦即 


8 




今 i + j, dij = 0 => G D(R), 

所以 C(D(R)) = D(R). 


□ 


§4 交换环 

书后练习 4.1. P 购 Exl 

证明： （ i ) 环 /? 的特征为 p => 任怠 r e R 有 P r = ()• 

再：《是交换环，在交换环中牛顿二项式定理成立，所以 

( a + / ， )〆• = C k p ua k ^ u -\ 
k =0 

注意到： （) < A : < 〆 时 ， p | => C^.a = 0, 

所以 

(a -h by 11 = 〆 •+ 〆 •• 

(幻0是 y ? 上的映射 .a 

4 >(a + b ) = (a + b) p = a p + If = 0( a ) 4- 0(/,)， 

( j >( ab ) = ( ab) p = a p lf = 0( a )0(6), 

0 是 i ? 到 •/? 的环同态. 

(3) 要证明：0是 /? 上的一一 对应. 

Kerd = {r e R \ r p = 0} = {0} => (j> 是单射; 

任意 a e R, □ 

书后练习 4.2. Pio 4, Ex 2 

证明： Z ㈤ 是有单位元 1 的交 换环； 要证明 Z [ z ]/( l + i ) 是域，只要证 
明： （ l + i ) SZW 的极大理想 • 
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由于是有单位元的交换环，所以 

(1 + z) = {(a -i- bi)(l -\-i) \ a + bi e Z[i]}. 

任取 Z[i] 的一个理想 .7 2(1+?)* 则存在 c + A: e J 且 c + 也參 （1 + 

由于 （1 + i)(l + i) = -2i e (1 + i) 分 2 = 2(1 + i) -2ie(l + i) 
=> 2k + 2/z, (2k + 1) + (2/ + l)i = (2fc + 2/i) + (l+i) G (1+i), Vfc, 
=> c — d 是 奇数. 

n 

c-^di = 2k- {- (21 + l)i => i = 2k + (21 + 1 )?： - (2k + 2li) e J ； 
c + di = (2k -f 1) -f (21 )i => i = 2k -f (2/ -f l)i — (2A: + 2/z) € 

在 2 € J fl 中 ， —1 = zi G J => 1 G J. 

所以 1 e ,/=>./ = Z[i] 令 （1 + i) 是 Z[i ] 的极大理想 
=>■ Z[z]/(1 + i) 是域 . 

书后练习 4.3. Pi 04, Ex 3 

证明：尺是没有单位元的交换环.所以 

(4) = {2k-4 + n-4\k, n e Z} = { 所有 4 的倍数 }, 

它是 /? 的最大 理想 . 

事实上：取 / f 的 K 理想如果 ./ $ (4), 则至少存在一个数 
n = 4 A : + 2 € .7 且 n 窆 （4). 从而 2 £ J => J = R . 

2 i (4 ), 所以在 _、 中 ，5 = 2 + (4) 一 0, 而 5.3 = 3 = 0, 亦即 : 
中有零 因子 . 所以 «/(4) 不是域 . 

书后练习 4.4. P 104 , Ex\ 

证明： Z ㈤ 是有单位元的交换环，所以 

(5) = {5(a 4- 6?) | a + 6?' G Z[i]} = {5a -f 5<w | a, 6 G Z}, 

(11) = {11 (a 4 - bi) I a -f 6z € Z[z]} = {11a + llbi \ a, b £ Z}. 

⑴ 1 + 2i 豸 （ 5)，1 - 2i 豸 （ 5) 但 （1 + 2i)(l-2i) = 5 G (5), 

所以 （ 5) 不是素 理想； 

( 幻 任意 a + 6z • 多 （ 11 ), 则 

llfa, 11 I 6 或者 11 I a, Ilf 6 或者 ll\a y 11 \b, 


i). 


lez 


□ 


/?/ ⑷ 
□ 
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取 x + yi € Z [ i ], 使得 

{x H- yi)(a + bi) = (ax — by) + (bx + ay)i G (11), 

亦即： 

11 I (ax - by) 

11 I (bx + ay) 

ax — by = lln „ 

=> < ' m, n € Z 

bx + ay = 11m 

(d 2 + b 2 )x = 11 (an -f brn) 

(a 2 + b 2 )y = 11 (am — bm) 

在 llfa, 11 I 6 或 # 11 I a, 11{/> 时，有 llf(a 2 + fe 2 ), 从而 

11 I fl. 11 I 2/, 

x^yi e (11); 

在 llfa ， Ilf /， 时，设 

a = Ilk + r 1? 0 < r*i < 11 
6 = 11/ + 7.2 ， 0 < 7.2 < 11 




则 


山下列的加 法表: 


d 2 4- 6 2 = 1 Is + r\ + r\ 


+ 

| 1 

1 

4 

9 

16 

25 

36 

49 

64 

91 

1 

| 2 









4 

| 5 

8 








9 

| 10 

13 

18 







16 

| 17 

20 

25 

32 






25 

| 26 

29 

34 

41 

50 





36 

| 37 

40 

45 

52 

61 

72 




49 

| 50 

53 

58 

65 

74 

85 

98 



64 

| 65 

68 

73 

80 

89 

100 

113 

128 


81 

| 82 

85 

90 

97 

106 

117 

130 

145 

162 

100 

I 101 

104 

109 

116 

125 

136 

119 

161 

181 


100 
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可以 得到： llt(rr + r |), 亦即： llt ( a 2 + 6 2 ), 所以 

11 I r 且 11 丨 ％ 

所以 x + yie (11). (11) 是即]的素 理想. 

书后练习 4.5. Pio4, Exb 

证明： 显然 

i=i 

任意: C ， y e R ， 满足 x • y e P K X ^ P , 要证明 •• y e P . 

假设2/多 P ， 则存在 m , 使得 y 车 P m •义 x + P 、 所以存在 n , 使得 
y i Pm 取亡= min { m , n }， 由于 p m 2 P 卜 A 2 乃，从而 x 丰 P t hj 丰 P t . 
再： R 是累理想，所以 x . y 笨 P t ， 队骺 x . y 唼 P ， 矛盾. 所以 P 仍是素理 
想. 口 


§5整环的整除理论 


书后练习 5.1. P n!i ,Exl 

证明: ( i ) 假设 a + W 是单位,则存在 C + rfi€Z[i]， 使得 

(a + 6?)(c + rfz) = 1, 

而 N((a + bi )( c + di )) = N(a + lxi ) N { c + di ), 所以 N(a + bi ) = N ( c + di ) = 1. 

假设 a + bi e Z[z], 满足： Af(a + W) = a 2 + ir = 1, 所以 a = 土1， /; = 0 
或者 a = 0， /) = 士1，艮 P a + 6?: = 1， a + W = — 1, a + bi = i，a + bi = — i . 

而 1 . 1 = (-1) . (-1) = i - (-?：) = i - (-0 = 1, 所以土 1, 士 i 是 Z[i ] 的 
单位. 

(旬设 a = a + W 是1 一 2i 的因子，则存在 p = c -^ dieZ [ i ] > 使得 

1 一 2?: = (a + bi)(c + di) y 

从而 N (1 - 2i) = N((a + bi)(c + di )) = N(a + bi ) N(c + di ) 9 Bp N(a + 
bi)N(c + di) = 5. 由于 5 是累数，所以 iV(a + 6 z :) = 5, 7 V(c + 必） =1 或者 
N(a -f- bi) = 1, N(c + di) = 5. 

利用 （i) 的结论，有 c + di 为单位或者 a + W 是单位，所以 l-2i 的因 
子只有中•位以及1 - 2i 的相 伴元. 所以1 - 2i 是 Z ⑷中的既约元. □ 
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书后练习 5.2. Pn6, Ex2 

证明： 要证明： Z[ 2 ] = { a + bV 2 I M € Z} 是 Euclid 环 , 关键是找到 Z[2] 
到 {0} UZ+ 的映射队使得任意 x, ye Z[x/2], y^O, 都存在仏 r e Z[\/2], 
使得 x = qy- {- r , 其中 r = 0 或者少 (r) < 0(ij). 

在 Z[x/2] 上定义 映射： 

0 : Z[v/2] {0}UZ + 

a + by/2^ N(a^ by/2) = \a 2 - 2d% 

下面验证：任意 x，ye Z[v/2 ], 满足 

N (xy) = N(x)N(y). 

设 o: = a + by/2, y = c + 则叩 =(ac + 2bd) + (ad + be) y/2 

=» N(xy) = \(ac + 2bd) 2 — 2(ad+bc) 2 \ = |(a 2 —26 2 )(c 2 —2rf 2 )| = N(x)N(y). 

对任意的 a = a + 6v/2. 0 = c^clV2e Z[\/2], 0, 现在我们在 Z[v/2] 

的商域 上考虑 可设 f =a: + ?/v/2. a:, ?/G Q. 

由于 x, y eQ 7 所以存在 a, v eZ 9 使得 |x - u| < r v \y -v\ < 

取 (/ = w + v\/2 e Z[y/2], ^ = (x- u)^-(y - v)y/2, 

则 iV(2) = Kx - uf - 2{y - vY\ < \(x - uf\ + 2|(y - v)'^\ <^ + 2i<l. 

这样，存在 q = u + Vy/2, 

7 = [(x- u) + (y-v)\/2}(c^d\/2) = (x-\-y\/2)(c^d\/2) - (u-\-v\/2)(c+(l\/2) 
=(a + bV2) - (u + vV2)(c^ dV2) € Z[v/2], 满足： 
a = M + 7 ， yV(7) < N[(3 、， 

所以 Z[v/2] ^ Euclid 环 . 口 

书后练习 5.3. Pi ig, Ex3 


证明：设 /? 是 Enclid 环，/是/?的一个非•举理想. 


由于/?上存在一个映射： 

中 ：{ R 的非零元全体 }- Z + U {0}； 

则 0(/ - {()}) 是一个非空自然数集，那么存在最小自然数 me 0(1- {()})• 
从而存在 a e R , a 7^ 0,使得 0( a ) = m . 

任意 be I ， 由于/?是 Euclid 整环，所以存在 q , r G /?,使得 

b = aq + r 9 其中 ？• = 0 或 < j >( r ) < 0( a ). 
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又 a ，b e I , 所以 r = b - aq e I , S , 少 ( a ) 是 0(/ - {0}) 的最小元，所以 
v = 0,从而 b = aq E ( a ) ^ I = ( a ). □ 

书后练习 5.4. P n 6 , Ex 4 

证 明：设 /?是一个主理想整环，/是其任意理想，/ = ( a ). 考虑自然环同 
态： 

©:/?->/?// 
r [/*] = r + /， 

任取/?//的一个理想，，其在0之下的完全原象为 cT %/') = •/, 则，/ 2 / 
是/?的理想•由/?是主理想整环，所以可设 .7 = (6) =仍= { rfc 卜€ «}， 
如下要证明： ./' =⑽). 

因为6 € ,/，所以 [6] €，八任意 [ C ] € 则存在 c € ./ 使得 0( c ) = [ c ]. 
又 J = (6)，所以存在 re R 使得 c = r 6, 所以 
[c] = (f)(c) = <t>{rb) = <t>(r)<f>(b) = [r][b] € ([6]). 

所以.尸 Q ([6])， 又问 € ,八 ⑽） g , 八所以 J ，= ([/，])• □ 

书后练习 5.5. P ug ,Ex5 

证明：/?是唯一分解环，所以 / f 是一个 整环. 且任意 e 亿存在唯一 
的既约元标准 分解： 

a = pYp ? • ••斤 ，扒是 /?中的不相伴的素元， r , 是正整数. 

对任意的元素 A beli , 设它们的标准分解分 别为： 

a = P?P? - • .P?， 6 = O? • • •#， 

取 a , 6 的标准分解式中相伴的既约元因子，由于/?是交换环，不妨设 Pl 与 
91相伴，…， Pm 与 9 m 相伴 •记 



下面证明： c •是 a , 6的最大公因子. 

首先 c 是 a , /;的公 因子； 

假设 rf 是 a , 6的公因子， rf 的分解式为： 

由… a ， 可知％是 a 的既约因子，也是6的既约因子，再由消去律，&不会 
超过它们在 a , 6的标准分解式中的指数，所以 d | c *, 也 就是： c * 是 ci ， 6的最 
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大公因子. 口 

书后练习 5.6. PiKi, Ex 6 

证明： 因为 a €⑼分 fc 丨 a ， 且 （6) = ( c ) 分6与 c 相伴，又因为/?是唯 
一分解环，所 以任意0 一 a e /?， cz 的真因子是有限的，所以/?中仅有有限 
个含 a 的主 理想. 口 

§6环的表示与模 
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